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颗粒物质在等比例应变加载下的分散性失稳模式 
马  刚 1, 2，常晓林 1, 2，刘嘉英 1, 2，周  伟 1, 2 

（1. 武汉大学 水资源与水电工程科学国家重点实验室，湖北 武汉 430072；2. 武汉大学 水工岩石力学教育部重点实验室，湖北 武汉 430072） 
 

摘  要：由地下水引起的静力液化可能是边坡失稳的隐含机制之一，松砂在不排水剪切条件下可能发生静力液化，密实的颗

粒集合体在特定的应变路径下也会出现相似的现象，即试样整体发生急剧的失稳，应力状态尚处于峰值强度线以内。该种失

稳模式称为分散性失稳，是为了强调失稳模式中没有出现应变局部化或者剪切带。采用连续-离散耦合分析方法，研究由不

规则形状颗粒组成的密实集合体在等比例应变加载路径下的力学特性。根据 Hill 的材料失稳理论，当试样的应力增量 d 和

应变增量 d 对应的 2 阶功 2d W 为负时，试样即发生不可逆的整体失稳破坏。以根据不同等比例应变路径得到 p q 曲线为

界，在 p q 平面内将试样的应力状态分为剪缩区、剪胀-稳定区和剪胀-非稳定区，连接不同围压下试样发生分散性失稳时

的应力状态形成失稳线发现，峰值强度线高于临界状态线，临界状态线高于失稳线。 
关  键  词：颗粒岩土材料；失稳模式；静力液化；连续离散耦合；等比例应变加载 
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Diffusion failure mode of granular materials under proportional 
 strain path loading 
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Abstract: Loose sandy soil subject to undrained shearing manifests deviatoric softening, and such a behavior has been referred to 

collapse of static liquefaction. Feedback analysis of some slope failures reveals that the static liquefaction induced by underground 
water may be one of the implicit mechanisms of the slope failure. Densely packed assemblies exhibit similar phenomenon when 

sheared along certain proportional strain loading paths. For granular materials, such as soils, which are non-associated materials, 
diffusion failure can occur for stress states strictly included within the plastic limit condition. The expression “diffusion failure” is 

used in contrast to “localized failure”, to highlight the failure mode characterized by the lack of localization patterns. The mechanical 
response of dense assembly of irregular shaped particles subjected to proportional strain loading paths was studied using the 

combined finite-discrete element method(FDEM). According to Hill’s instability theory, a stress-strain state is stable if the stress and 
strain increments linked by the constitutive behavior of the material produce a strictly positive second-order work. The second-order 

work criterion is linked to the occurrence of a diffusing failure mode. In the meridian plane, the stress space is divided into dilation 
and compaction as distinguished by the controlling parameter of proportional strain loading path. The instability line is built by 

joining the points marking the onset of diffusion failure from each confining pressure. 
Keywords: granular geomaterials；instability mode；static liquefaction；combined finite-discrete；proportional strain path loading test 
 

1  引  言 
非关联的弹塑性岩土材料尤其是颗粒类材料在

塑性极限内存在多种失稳模式，典型的如应变局部

化失稳。当应力状态处于塑性极限面以内时，一定

情况下也会发生分散性失稳。术语“分散性失稳”

对应于应变局部化失稳，强调了失稳模式中没有出

现应变局部化或者剪切带。 
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相比于对应变局部化的研究，对分散性失稳模

式的研究比较少。Castro 等
[1]
在对饱和松砂进行静

力加载试验时发现，完全不排水条件下偏应力 q 达

到峰值后，在试样轴向施加微小的应力增量，试样

整体马上发生急剧的失稳，应力状态尚处于峰值强

度破坏面以内，称之为静力液化，以区别于饱和砂

土在循环加载中出现的动力液化。随着试样相对密

度的增加，静力液化现象越来越弱并最终消失。研

究人员通过室内试验，研究了排水条件、围压、应

力水平、相对密度等因素对静力液化起动机制的影

响
[2－7]

。Lade 等
[3]
将不同试验条件下静力液化时的

应力状态在应力空间内连起来形成失稳线，当试样

的应力水平在失稳状态线以上时，在不排水条件下

通过轴向加载会发生急剧失稳。 
通过对大量边坡失稳案例的分析，Olson[8]

认为

由于地下水引起的静力液化可能是边坡失稳的隐含

机制之一。认识到静力液化与滑动失稳的密切联系

后，大大扩展了人们对岩土失稳机制的认知深度和

研究范围
[9－10]

。 
随着研究的深入人们发现，对密实的颗粒集合

体，通过控制试样在剪切过程中的体积变形也会出

现与静力液化相似的现象，即分散性失稳。由于不

排水剪切试验时试样的体积保持不变，可以认为松

砂在不排水剪切试验中出现的静力液化是分散性失

稳的一个特例。通常在室内试验或离散元模拟中沿

不同的应变路径剪切颗粒集合体，控制其体积变形，

研究其在不同体变情况下可能发生的分散性失稳。

Lancelot 等[11]
、Jrad 等

[12]
采用常规的试验装置，研

究了颗粒材料在应变加载路径下的力学特性。Darve
等

[9]
和 Nicot 等围绕颗粒材料的分散性失稳，综合采

用室内试验
[13－14]

、理论建模
[15－16]

和离散元模拟
[17－18]

开展了大量富有建设性的研究工作。 
本文采用连续-离散耦合分析方法（combined 

finite-discrete element method，FDEM）模拟密实的

颗粒集合体在不同应变加载路径下的力学特性，研

究其在特定应变路径下可能出现的分散性失稳。以

往的研究表明，FDEM 能体现颗粒层面的摩擦、咬

合、破碎和重排列对宏观力学特性的影响，再现岩

土颗粒材料，如粗粒土、堆石的非线性、压硬性、

剪胀和剪缩特性[19－20]。 

2  等比例应变加载路径的数值试验 
2.1  数值试样 

采用随机颗粒生成程序生成形状随机的不规

则多面体颗粒，按照体积等效原则，定义颗粒的等

效直径为 
* 2 3 / (4 )d V            （1） 

式中：V 为三维凸多面体颗粒的体积。试样的体积

分数为等效粒径小于某值的颗粒体积占颗粒总体

积的百分数 * * *( ) ( )F d P D d  ， *D 为凸多面体颗

粒等效粒径，试样的体积分数在最大等效粒径
*
max(d  24 mm)与最小等效粒径 *

min(d  10 mm)之间

线性变化。相对密度 0.9 对应的试样孔隙比 e = 
0.518，孔隙率 n = 0.342。 

生成的数值试样如图 1(a)所示。试样形状为

300 mm×300 mm×300 mm 的立方体，共包含 8 927
个不规则凸多面体颗粒，试样中颗粒的等效粒径分

布如图 1(b)所示，采用 2 阶四面体单元离散为 
142 277 个单元，401 590 个节点。 
 

 
(a) 数值试样  

 
(b) 等效粒径分布 

图 1  数值试样及试样中颗粒的等效粒径分布 
Fig.1  Numerical sample and equivalent particle  

size distribution 
 

2.2  细观参数 
数值试验需要的细观参数较多，其中部分参数

可以通过常规物理力学试验直接确定。本研究不针

对特定的岩土颗粒材料，只是在一般参数取值范围

内选取了一套参数进行数值模拟，参数见表 1。 
2.3  等比例应变加载路径 

为了研究堆石料的分散性失稳特性，本文设计 
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表 1  数值试验所用的细观参数 
Table 1  Set of parameters used in simulations 

有限元部分 离散元部分 

密度 
/(kg/m3) 

颗粒母岩

弹性模量 
/GPa 

颗粒母岩

泊松比 

颗粒间的

摩擦系数

tanu 

法向接 
触刚度 
/(N/m3) 

刚度比

Ks/Kn 

颗粒与 
边界摩 
擦系数 

2600 30 0.2 0.5 30×109 0.4 0 

 
了一组轴对称的等比例应变加载路径数值试验，数

值试样和计算参数分别如图 1、表 1 所示。采用应

变增量的形式，将轴对称的等比例应变加载路径： 

1

2 3

1 3

d 0

d d

d 2 d 0R



 

 

 
 


  

           （1） 

当 R = 1 时，试样体积变形为 0，对应于不排水

剪切试验；当 1R  时，试样发生体积收缩，R = 1
时对应于单轴压缩试验；当 0 1R  时，试样发生

体积膨胀。 
在轴对称的等比例应变加载路径数值试验中，

先对试样施加各向等压的应力状态直至预定的围压

值，然后按照上述的等比例应变加载路径分别控制

试样轴向和侧向加载板的位移，以保证试样的应变

增量满足式（1）。分别进行围压为 0.8、1.6、2.4、
3.2 MPa 下的等比例应变加载路径数值试验，每个

围压下控制应变路径的参数 R 取 1.333、1.000、
0.667、0.500 和 0.400。 

在轴对称加载情况下，有 2 3  ， 2 3  ，试

样的应变状态可用 1 、 3 表示，对应的应力状态可

用 1 、 3 表示，定义颗粒集合体的能量密度 W： 

1 1 3 32W                 （2） 

在等比例应变加载路径中，试样的应变状态可

用 1 和 1 32R  来描述，对应的应力状态不再采用

1 和 3 而是 1 3 / R  和 3 / R ，可将式（2）中能

量密度的定义改写为 

3 3
1 1 3 3 1 1 1 32 ( 2 )W R

R R
 

              
 

（3） 

在等比例应变加载路径中有 1  32R   0，
则 2 阶功可简化为 

2 3
1 1 3 3 1 1

dd d d 2d d d dW
R


           
 

 

3 3
1 3 1 1

d d         (d 2 d ) d dR
R R
 

       
 

  （4） 

3  分散性失稳模式 
图 2 为不同等比例应变路径的剪应力 p 与平均

应力 q 关系曲线。当 R≥0.667 时，p-q 曲线没有出

现峰值，剪应力持续增大至试验结束；当 R = 0.5
时，p-q 曲线存在一个局部峰值，剪应力在达到这

个局部峰值后经过短暂的降低，此后又继续增大；

当 R = 0.4 时，剪应力 q 在达到峰值后迅速减小，表

明试样已丧失了承载能力，发生了分散性失稳。 
 

 

图 2  子午面上的应力路径 
Fig.2  Stress paths in the meridian plane 

 
根据 R = 0.667、0.500、0.400 的等比例应变路

径数值试验得到的结果，采用式(4)计算 2 阶功，颗

粒集合体的 2 阶功在加载过程中的演化曲线如图 3
所示（虚线标示一列圈中特征点对应轴向应变）。为

了便于对比，将上述 3 个 R 值的剪应力 q、 1(   

3 / )R 与轴向应变的关系曲线也绘于图 3中。当R = 
0.400 时，2 阶功 2d W 在加载过程中减小到 0 以下，

表明试样在此应变路径下发生了分散性失稳，而在

其余几个应变路径下 2 阶功 2d W 始终为正值。对比

R = 0.400 时的剪应力 q、 1 3( / )R  与 2 阶功 2d W
变化曲线，2 阶功 2d W 在剪应力 q 达到峰值后才变

为 0。 

由上述分析可以得到岩土颗粒材料的典型分散

性失稳模式，如图 4 所示。从图中可以看出，在给

定的应变路径下 p-q 关系曲线存在一个峰值点，在

达到这个峰值点后，如果继续施加一个无限小的轴

向荷载，试样整体出现急剧失稳。采用应变控制加

载时试验可以继续进行下去，此时平均主应力 p 和

剪应力 q 持续减小直至 0。根据连续介质力学的小

变形假设，Hill 的材料失稳准则采用共轭的应力增

量 d 和应变增量d 来判断材料的状态。对于一个

材料点来说，在经历了一定的应力、应变历史后，

当其应力增量 d 与其对应的应变增量 d 满足
2d d : d 0W    时，认为材料点发生了分散性失

稳。将 2 阶功准则推广到更一般的情况，对一个体 
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(1) R = 0.667                           (2) R = 0.500                           (3) R = 0.400 

图 3  不同等比例应变路径的剪应力、应力差及 2 阶功演化曲线 
Fig.3  Evolutions of deviator stress, modified deviator stress and second-order work under different 

 proportional strain path loading tests 
 

 

图 4  典型的分散性失稳模式 
Fig.4  Unstable state related to a diffuse mode of failure 
strictly inside the Mohr–Coulomb plastic limit condition. 

 
积为 V 材料系统，当其总的 2 阶功满足 2d W   

 
d : d 0

V
   时，此时即使不改变施加在材料边界

上的外荷载，也没有外部能量的输入，材料系统也

会发生这种不可逆的整体失稳。在不排水的常规三

轴剪切试验中，轴对称加载情况下 2 阶功可表示为
2

1 3 1d (d d )dW     ，当剪应力出现峰值时 2 阶功

变为 0，此时若在试样的轴向施加微小的荷载增量，

试样即发生急剧的失稳。 
根据本文的数值试验结果，将 p-q 平面内的应

力状态分成如图 5 所示的 3 个区域。以 R = 1 的等

体积加载路径得到的 p-q 曲线为界，分为剪胀区和

剪缩区，剪缩区内的应力状态是稳定的，而剪胀区

内以 R = 0.4 的 p-q 曲线为界，分为剪胀-稳定区和

剪胀-非稳定区。剪胀-稳定区内试样的宏观力学特

性表现为剪应力应变硬化、体积剪胀，而剪胀-非稳

定区内试样的宏观力学特性则为剪应力应变软化、

体积剪胀。 

4  失稳线 
将不同围压下发生分散性失稳时的应力状态在

p-q 平面内连接起来形成失稳线，同时对图 1(a)的
颗粒集合体，采用表 1 参数，进行等 p 应力路径的

常规三轴剪切试验，得到不同平均应力 p 情况下的

峰值和临界应力状态。图 6 为 p-q 平面上的峰值强
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度线、临界状态线和失稳线。在相同平均应力 p 下

有峰值强度线>临界状态线>失稳线，图中失稳线以

上的深色部分即为在峰值强度线以内的不稳定应力

状态区域。 
 

 

 平均主应力 p / MPa 

图 5  基于 2 阶功判据的应力状态分区 
Fig.5  Zones of stability and instability under forced 

compaction and dilation 
 

  

   平均主应力 p / MPa 

图 6  子午面上的峰值强度线、临界状态线和失稳线 
Fig.6  Failure line, critical state line and instability 

line in meridian plane 
 

沿等 p 应力路径将试样剪切至不同的应力水平

P1～P9，再沿 R = 0.400 的等比例应变路径加载，

结果如图 7 所示。图中，P1～P4 位于失稳线以下，

P5 位于失稳线上，P6～P8 位于不稳定应力状态区

域，P9 位于峰值强度线上。从图中可以看出，当应

力水平位于失稳线以下时，在等比例应变加载过程

中，试样的剪应力逐渐增大至峰值，峰值点的应力

状态基本都落在失稳线附近。当应力水平位于失稳

线及其以上（如 P5～P9）时，经过等比例应变路径

加载，试样的剪应力径直减小，应力状态贴着破坏

线向下发展。 
将试样剪切至不同的应力水平，经过相同的等

比例应变加载路径后，试样最终都会发生分散性失

稳。不同应力水平的区别是：当应力水平位于失稳

线以下时，在刚开始加载时试样尚具有一定的抗剪

切能力；应力水平位于失稳线及其以上时，试样在

等比例应力加载路径下逐渐丧失承载能力。 
 

 

  平均主应力 p / MPa 

图 7  剪切至不同应力水平后的等比例应变加载路径 
Fig.7  Simulated response of numerical sample after 

shearing to different stress levels 
 

5  结  论 
（1）给定的应变路径下平均应力-剪应力关系曲

线存在一个峰值点，达到这个峰值点后，如果继续

施加一个无限小的轴向荷载，试样整体出现急剧失

稳。采用应变控制加载时，试验可以继续进行下去，

此时平均主应力和剪应力持续减小直至 0。 
（2）根据 Hill 的材料失稳准则，对一个体积为

V 材料系统，其总的 2 阶功为负时，即使不改变施

加在材料边界上的外荷载，也没有外部能量的输入，

材料系统也会发生这种不可逆的整体失稳。 
（3）将子午面的应力状态分成 3 个区域，以等

体积加载路径得到的平均应力-剪应力曲线为界，分

为剪胀区和剪缩区。剪缩区内的应力状态是稳定

的，而剪胀区分为剪胀-稳定区和剪胀-非稳定区。 

（4）在相同平均应力下有峰值强度线高于临界

状态线，临界状态线高于失稳线。峰值强度线与失

稳线之间的区域即为不稳定应力状态区域。将试样

剪切至不同的应力水平，经过相同的等比例应变加

载路径后试样最终都会发生分散性失稳。 
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